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SPLINE függvények

SPLINE függvények 2

SPLINE értelmezése
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A SPLINE mechanikai értelmezése:

Görbület 
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A SPLINE matematikai értelmezése:
- pontrendszeren vagy közelében megy át
- diszkrét pontokat közelít (interpolál)
- szegmensekbıl áll
- a szegmensek között illesztési feltételek vannak elıírva
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Ferguson SPLINE

• Paraméteres, 
harmadfokú 
polinom 
szegmensekkel írja 
le a görbét

az i-edik szegmens egyenlete:
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10)( AuAuAuAur +++=

10 ≤≤ u
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Ferguson SPLINE

• Adottak az R1, R2, R3, …, Ri, Ri+1, …, Rn alappontok helyvektorai

3
3

2
2

10)( AuAuAuAur +++=

iRur == )0( → iRA =0
(1)

13210)1( +=+++== iRAAAAur (2)

•
r - érintıvektor

Az érintıvektorok a végpontokban 
(u – szerinti deriváltak)
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iRA =0

3
3

2
2

10)( AuAuAuAur +++=

3
2

21 32)( AuAuAur ++=
•

13210)1( +=+++== iRAAAAur

321 32)1( AAAur ++==
•

1)0( Aur ==
•

(1) (2) (3) (4) egyenletekben négy ismeretlen van 

(1)

(2)

(3)

(4)
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iRA =0

13210)1( +=+++== iRAAAAur

321 32)1( AAAur ++==
•

1)0( Aur ==
•

(1)

(2)

(3)

(4)

)0(1

•
= rA(3)-ból:

132)0( +

•
=+++ ii RAArR(2)-bıl:

312 )0()( ArRRA ii −−−=
•

+

213 2)1(3 AArA −−=
•

(4)-bıl
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213 2)1(3 AArA −−=

•

1A
2AHelyettesítsük be -et és -ıt

( ) 




 −−−−−=
•

+

••

313 )0(2)0()1(3 ArRRrrA ii

)0(1

•
= rA

312 )0()( ArRRA ii −−−=
•

+

)(2)0()1( 13 ii RRrrA −−+= +

••

Ezt írjuk vissza az A2-be

)(2)0()1()0()( 112 iiii RRrrrRRA −+−−−−= +

•••

+

)1()0(2)(3 12

••

+ −−−= rrRRA ii
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Összefoglalva:

iRA =0

)0(1

•
= rA

)1()0(2)(3 12

••

+ −−−= rrRRA ii

)1()0()(2 '3

••

+ ++−−= rrRRA ii
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Az érintıvektorok (sebesség vektorok)
meghatározásával a szegmenseket 
is meghatározhatjuk

Illesztési feltételek: Az i-edik szegmens végpontja 
essen egybe az i+1-edik szegmens 
kezdıpontjával

)0()1( 1 === + urur ii

Ez a feltétel teljesül az alappontok 
megadásával

R1, R2, R3, …, Ri, Ri+1, …, Rn alappontok helyvektorai

SPLINE függvények 10

Ferguson SPLINE
Illesztési feltételek:

A görbe folytonos legyen 

Az Ri+1 pontban létezzen a jobb 
és baloldali derivált

)0()1( 1 === +

••
urur ii
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( ) ( )01 1 === +

••••
urur ii

Illesztési feltételek:
A bal odali szegmens végén az 
érintı vektor egyezzen meg a
jobb oldali szegmens kezdıpontjában 
lévı érintı vektorral.

megjegyzés:

3

1
•

•••
×

=
r

rr

ρ görbület
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Ferguson SPLINE

A szegmensek csatlakozási
pontjainál lévı       sebesség
vektorok helyett vezessük be 
a folyamatos számozású

derivált vektorokat

ir
•

iD

( ) ( )01 11 ==== +

•

+

•
urDur iii
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3
2

21 32)( AuAuAur ++=
•

Az alap egyenletbe,írjuk be az Ai megoldásait

( )[ ] ( )[ ]11
3

11
2 223)( ++++ ++−−+−−−++= iiiiiiiiiii DDRRuDDRRuDuRur

↓ ↓ ↓ ↓
0A 1A 2A 3A
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( )[ ] ( )[ ]11
3

11
2 223)( ++++ ++−−+−−−++= iiiiiiiiiii DDRRuDDRRuDuRur

A harmadik illesztési feltételhez állítsuk elı a szegmens második deriváltját

( ) ( )01 1 === +

••••
urur ii

( ) ( )[ ] ( )[ ]11
2

11 23232 ++++

•
++−−+−−−+= iiiiiiiii DDRRuDDRRuDur

( ) ( )[ ] ( )[ ]1111 26232 ++++

••
++−−+−−−= iiiiiii DDiRRuDDRRur
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Illesszük össze a két szomszédos szegmenst az i+1 pontban

A bal oldali szegmens végén u = 1,
a szegmens helyvektorai Ri+1; Ri

A jobb oldali szegmens kezdı pontjában
u = 0,
A szegmens helyvektorai Ri+2; Ri+1
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( ) ( )01 1 === +

••••
urur ii

( ) ( )[ ] ( )[ ]1111 26232 ++++

••
++−−+−−−= iiiiiii DDiRRuDDRRur

Bal oldali szegmensre:

( ) ( ) ( ) 1111 66122461 ++++

••
++−−−−−== iiiiiiii DDRRDDRRur

Jobb oldali szegmensre

( ) ( ) 2112 2460 ++++

••
−−−== iiii DDRRur

*

**
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( ) ( ) =++−−−−− ++++ 1111 6612246 iiiiiiii DDRRDDRR

1111 6612122466 ++++ +++−−−−= iiiiiiii DDRRDDRR

*

( ) =−−− ++++ 2112 246 iiii DDRR**

212 2466 +++ −−−= iiii DDRR * = **

=+++−−−− ++++ 1111 6612122466 iiiiiiii DDRRDDRR

212 2466 +++ −−−= iiii DDRR

212 24266 +++ ++=− iiiii DDDRR

( ) 212 43 +++ ++=− iiiii DDDRR !!!
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Ferguson SPLINE

Határozzuk meg a kezdı-
és végpontokra a derivált-
vektorokat

Elsı szegmens kezdı pontja

( ) 001 ==
••

ur

( ) 0246 2112 =−−− DDRR

( ) 2112 23 DDRR +=−

Utolsó szegmens végpontja

( ) 011 ==−

••
ur n

( ) 0246 11 =−−− −− nnnn DDRR

( ) nnnn DDRR +=− −− 11 23
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( )1221 32 RRDD −=+

A kezdı- és végpontokra vonatkozó „sebességvektorok”, 
(Di) derivált vektorokkal együtt a megoldandó egyenletrendszer:

( )13321 34 RRDDD −=++

( )24432 34 RRDDD −=++
.
.
.

( )2112 34 −−−− −=++ nnnnn RRDDD

( )11 32 −− −=+ nnnn RRDD
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Írjuk fel az egyenletrendszer együtthatóit egy mátrixba

( )1221 32 RRDD −=+
( )13321 34 RRDDD −=++
( )24432 34 RRDDD −=++

.

.

.

( )2112 34 −−−− −=++ nnnnn RRDDD

( )11 32 −− −=+ nnnn RRDD

HDA ⋅=⋅ 3
ahol

H a helyvektor mátrix ↓↓ ↓
A D H
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HDA ⋅=⋅ 3

HAD ⋅⋅= −13
1−A → Inverz mátrix 3

3
2

2
10)( AuAuAuAur +++=

Minden szegmensre más és más
A0; A1; A2; A3 adódik

iRA =0

iDA =1

1'3 )(2 ++ ++−−= iiii DDRRA

112 )(3 ++ −−−= iiii DDRRA

Emlékeztetı:


